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ПРОГРАММА 
Тема 1. Неопределенный интеграл 
Первообразная. Неопределенный интеграл и его свойства. Таблица 
основных интегралов. Замена переменной и интегрирование по частям в 
неопределенном интеграле. 
Интегрирование простейших дробей. Интегрирование рациональных фун-
кций. Метод рационализации. Интегрирование тригонометрических функций. 
Интегрирование простейших иррациональностей. 
Тема 2. Определенный интеграл 
Задачи, приводящие к понятию определенного интеграла. Определенный 
интеграл и его свойства. Формула Ньютона–Лейбница. 
Замена переменной и интегрирование по частям в определенном 
интеграле. Несобственные интегралы. 
Приложения определенного интеграла к вычислению площадей плоских 
фигур в декартовых и полярных координатах. Вычисление объемов и длин дуг. 
Приближенные методы вычисления определенного интеграла. 
Тема 3. Функции нескольких переменных 
Функции нескольких переменных. Область определения. Предел. 
Непрерывность. Частные производные. 
Дифференцируемость функции нескольких переменных, полный 
дифференциал. Производные от сложной функции. Инвариантность формы 
первого дифференциала. Неявные функции и их дифференцирование. 
Касательная плоскость и нормаль к поверхности. Геометрический смысл 
полного дифференциала функции двух переменных. Частные производные вы-
сших порядков. Дифференциалы высших порядков. Формула Тейлора. 
Экстремум функции нескольких переменных. Необходимое и достаточное 
условия экстремума. Условный экстремум. Метод множителей Лагранжа. 
Метод наименьших квадратов. 
Тема 4. Обыкновенные дифференциальные уравнения 
Задачи, приводящие к дифференциальным уравнениям. 
Дифференциальные уравнения 1-го порядка. Задача Коши. Теорема 
существования и единственности решения задачи Коши. 
Интегрирование дифференциальных уравнений 1-го порядка с 
разделяющимися переменными, однородных, линейных, уравнения Бернулли и 
в полных дифференциалах. 
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Дифференциальные уравнения высших порядков. Задача Коши. Теорема 
существования и единственности решения задачи Коши. Уравнения, допуска-
ющие понижение порядка. 
Линейные дифференциальные уравнения высших порядков. Свойства 
линейного дифференциального оператора. Линейно-зависимые и линейно-неза-
висимые системы функций. Определитель Вронского. 
Линейные однородные дифференциальные уравнения; условие линейной 
независимости их решений. Фундаментальная система решений. Структура об-
щего решения. Линейные однородные дифференциальные уравнения с постоян-
ными коэффициентами. 
Линейные неоднородные дифференциальные уравнения. Структура 
общего решения. Метод Лагранжа вариации произвольных постоянных. 
Линейные неоднородные дифференциальные уравнения с постоянными 
коэффициентами со специальной правой частью. 
Нормальные системы дифференциальных уравнений. Автономные 
системы. Геометрический смысл решения. Фазовое пространство. Задачи Коши 
для нормальной системы. Теорема существования и единственности решения 
задачи Коши. Метод исключения для решения нормальных систем 
дифференциальных уравнений. 
Системы линейных дифференциальных уравнений; свойства их решений. 
Решение систем линейных дифференциальных уравнений с постоянными 
коэффициентами. 
Понятие о качественных методах исследования систем дифференциальных 
уравнений. 
 
1. НЕОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ 
 
1.1. Понятие неопределенного интеграла 
 
Определение 1. Функция F(x) называется первообразной для функции f(x) 
на интервале (a, b), если во всех точках этого интервала выполняется равенство 
F (x) = f(x). 
Определение 2. Совокупность всех первообразных {F(x) + С}, где С – 
произвольная постоянная, для функции f(x) называется неопределенным 
интегралом и обозначается 
 
.)()(  CxFdxxf  
 
Функция f(x) называется подынтегральной функцией, выражение f(x) dx – 
подынтегральным выражением. 
Нахождение для функции f(x) всех ее первообразных F(x) + С называется 
интегрированием. Интегрирование есть действие, обратное дифференцированию. 
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Основные правила интегрирования 
 
1)     f x dx df x f x C( ) ( ) ( ) ; 
      dxxfCxFddxxf )())(()( ; 
2) ( ( ) ( )) ( ) ( )f x x dx f x dx x dx      ; 
3)    )const( ,)()( adxxfadxxaf ; 
4) если f x dx F x C( ) ( )  , то f ax b dx
a
F ax b C( ) ( )   
1
, при 
условии, что a, b – постоянные числа, a  0; 
5) если f x dx F x C( ) ( )   и u =   (x) – любая дифференцируемая 
функция, то f u du F u C( ) ( )  . 
 
Таблица основных неопределенных интегралов 
 




































3) ;||ln  Cu
u
du



































































9) Cuudu  |sin|lnctg ;  
В приведенной таблице буква u может обозначать как независимую 




1.2. Основные методы интегрирования 
 
1.2.1. Непосредственное интегрирование функций 
 и метод поднесения под знак дифференциала 
 
Задача нахождения неопределенных интегралов от многих функций 
решается методом сведения их к одному из табличных интегралов. Этого 
можно достичь путем алгебраических тождественных преобразований (см. 
пример 1.4) подынтегральной функции или поднесением части ее множителей 
под знак дифференциала. 
Поднесение функции под знак дифференциала состоит в том, что под знак 
дифференциала записывают функцию, дифференциал которой равен заданному 
выражению, то есть 
 
f x x dx f t dt( ( )) ( ) ( )    , где t = (x). 
 










3cos xdxdxxdx   







Пример 1.4. Использование алгебраических преобразований. 
 
( sin ) sin3 2 3 3 2 35














Пример 1.5.  



































































Пример 1.6.  
 
   
 

















































































1.2.2. Интегрирование заменой переменной (подстановкой) 
 
Пусть (t) – непрерывно дифференцируемая функция на некотором 
промежутке, причем (t)  0; тогда справедлива формула 
 
   dtttfdxxf )())(()( . 
 
Пример 1.7. dxxx  32
2 =   )3(3
22 xdx , так как )3(2 2  xdxdx . 
Обозначим x u2 3  ; получим 
 












2( )x C  . 

























































R x x a dx R x a x dx R x a x dx( , ) ; ( , ) ; ( , )2 2 2 2 2 2    , 
 
где R(u, v) – рациональная функция от u и v, вычисляются соответственно при 
помощи тригонометрических подстановок  
 
,  , sin ,  cos , tg
cos sin
a a
x x x a t x a t x a t
t t
     . 
 



































































































































1.2.4. Интегрирование по частям 
 
Формула интегрирования по частям имеет вид:  
 
udv uv vdu   , 
 




Классы функций, интегрируемых по частям 
 
1. x e dx x xdx x xdxn x n n  , sin , cos  . За u принимается x
n (u = xn). 
2.  xdxxxdxxxdxx
nnn arctg ,arcsin ,ln . За u в этом случае принимаются 
логарифмическая или обратная тригонометрическая функция. 
3. e xdx a xdxx xsin , cos   и другие. Выбор u и dv равносилен. В этом 
случае вычисление интегралов сводится к двукратному применению формулы 




























    x x dx x x x Cln ln . 
 








































































































Пример 1.13. Вычислить интеграл dxx  4
2 . 








































































































   
 
здесь 1C  и C  – произвольные постоянные. 
 
Пример 1.14. Вычислить интеграл .cos dxxex  
Решение. Обозначим интеграл  
 
























































Значит, получено равенство KxexeK xx  cossin , откуда выражаем 




 .постоянная аяпроизвольнC  
 
1.2.5. Интегрирование функций,  





ax bx c2  
   и  
Adx




























arctg( ) . 
Для вычисления интегралов вида 
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надо сначала в числителе дроби выделить дифференциал трехчлена ax bx c2   , 
то есть выражение ( )2ax b dx . 
 
















































1.2.6. Интегрирование рациональных дробей 
 





























где m и n – целые положительные числа; 
b a R i m j ni j, , , , ,     0 0 . 
Если m < n, то R(x) называется правильной дробью, если m  n, – 
неправильной дробью. 
Всякую неправильную дробь путем деления числителя на знаменатель 

















  , 
 







 – правильная дробь, l < n. 
Так как всякий многочлен легко интегрируется, то интегрирование 
рациональных функций сводится к интегрированию правильных дробей. 
Простейшей дробью называется дробь одного из следующих четырех типов: 
 




; ) ; )
( )












   
 
где A, a, M, N, p, q – постоянные числа; 
k  2; k – натуральное, p2 – 4q < 0. 
Для интегрирования правильной дроби необходимо: 
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1) разложить знаменатель дроби на простые линейные и квадратичные 
множители; 
2) представить дробь в виде суммы простейших дробей с 
неопределенными коэффициентами; 
3) найти коэффициенты; 













Дробь неправильная, поэтому сначала разделим числитель 
подынтегральной дроби на знаменатель: 
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Приравняв числители, получим тождество: 
 
x x A x x Bx x Cx x2 4 2 2 2 2 2        ( )( ) ( ) ( ) . 
 
При x  0 :    2 4
1
2
A A,  .  
При x  2: 10 8
5
4
 B B,  .  
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При x  2:    6 8
3
4




































































































В данном примере подынтегральная функция является неправильной 
дробью. Путем деления числителя на знаменатель выделим целую часть 










































представим в виде суммы простейших дробей с неопределенными 
коэффициентами: 
2 10 5















Приведя дроби к общему знаменателю и приравняв числители дробей в 
левой и правой частях записанного равенства, получим: 
2 10 5 2 5 2 52 2 2x x A x x Bx C x A B x A C x A           ( ) ( ) ( ) ( ) . 























































































































1.2.7. Интегрирование тригонометрических функций 
 
Рассмотрим интеграл вида 
 
 xdxx
nm cossin , 
 
m, n – целые числа. 
1. Если хотя бы одно из чисел m или n – нечетное и положительное, то 
интеграл находится с помощью подстановок: dtxdxtx  cos ,sin  или 
cos , sinx t xdx dt   . 































































































































































3. Если подынтегральные функции имеют вид 
 
sin cos , sin sin , cos cosmx nx mx nx mx nx  , 
 
где m  n, то их преобразуют по формулам: 
 
sin cos [sin( ) sin( ) ],
sin sin [cos( ) cos( ) ],
cos cos [cos( ) cos( ) ].
mx nx m n x m n x
mx nx m n x m n x
mx nx m n x m n x
   
   









4. Интегралы от функций, содержащих ,ctg  и  tg xx mn  где m и n – целые, 









































sec  . 
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5. Интеграл вида  dxxxR )cos,(sin , где R(u, v) – рациональная функция от 
u, v, всегда сводится к интегралу от рациональной функции относительно 











































































































































































6. Если подынтегральная функция содержит только функцию tg x или 
)cos,sin()cos,(sin xxRxxR   (R – четная), то удобно применять подстановку 





































































































































7. Если функция )cos,(sin)cos,sin( xxRxxR  , то применяется 
подстановка cos x = t. Если )cos,(sin)cos,(sin xxRxxR  , то применяется 





















































    
      




1.2.8. Интегрирование иррациональных функций 
 




s( , ,..., )  сводятся к интегралам от 


























































1.2.9. Интегрирование дифференциальных биномов 
 
 
Рассмотрим интеграл вида 
 
x a bx dxm n p( ) . 
 
1. Если p – целое число, то применяется подстановка x t s , где s – общий 





 – целое число, то применяется подстановка a bx tn s  ,  








 – целое число, то применяется подстановка ax b tn s   , 
где s – знаменатель дроби p. 
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5 4 1 2   
x
x
dx x x dx( ) / . 









 – целое число. Имеем 






























































2 21 1( ) ( ) 
























Приведя дробь к общему знаменателю и приравняв числители, получим 
 



















































































































































2. ОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ 
 
2.1. Формула Ньютона–Лейбница. Замена переменной 
в определенном интеграле. Интегрирование по частям. 
Вычисление площадей плоских фигур 
 
2.1.1. Если f(x) непрерывна на [a, b] и F(x) – любая ее первообразная на 









































2.1.2. Если f(x) непрерывна на [a, b], а x = (t) непрерывно 
дифференцируема на [c, d], (t)  0, (c) = a, (d) = b, то справедлива формула 







)())(()(   . 
 
Пример 2.2. Вычислить определенный интеграл x x dx2 2
0
2















































2.1.3. Пусть u = u(x) и v = v(x) – непрерывно дифференцируемые функции 







































































2.1.4. Площадь плоской фигуры 
1. Площадь криволинейной трапеции, ограниченной прямыми x = a, x = b, 
(a < b), осью Ox и непрерывной кривой y = f(x) (f(x)  0) вычисляется по формуле 
 
S f x dx
a
b
  ( ) . 
 
Пример 2.4. Найти площадь области, ограниченной линиями y = x2+1 и  
y = 9  x2. 
 















, 2 ,4 ,91 222  xxxx .  
 



























29 xy   
12  xy  
 
 






Пример 2.5. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями y = x2, y = 4x, 











xy 23  






Решение. Находим абсциссы точек пересечения A и B. 
 














2. Если фигура ограничена кривой, заданной параметрическими 
уравнениями x = x(t), y = y(t),   t  , прямыми x = a, x = b и осью Ox, то 
 





где a = x(), b = x(), y(t)  0. 
 










 и прямой y = a, (а  0). 

















Площадь фигуры A1ACBB1 (рис. 2.3) выражается интегралом  











































Площадь прямоугольника AA1B1B равна S S aAA B B2
2
1 1
2  ( ) , 






























; , ; . 







































3. Площадь сектора, ограниченного непрерывной кривой в полярных 








( ) . 
 
Пример 2.7. Найти площадь фигуры, ограниченной частью лемнискаты 




  . 
Решение. Уравнение лемнискаты Бернулли в полярных координатах: 
 2 2 2 a cos ; а окружности: 
2
a






















































































































2.2. Вычисление длин дуг кривых. Вычисление объемов 
 
Если плоская кривая задана уравнением y = f(x), где f(x) – непрерывно 






   1
2( ) . 
 
Если же кривая задана параметрическими уравнениями x = x(t), y = y(t)  





Аналогично выражается длина дуги пространственной кривой, описанной 






222 )()()( . 
 





 dl 22 )( . 
Если площадь S(x) сечения тела плоскостью, перпендикулярной оси Ox, 









Объем V тела, образованного вращением вокруг оси Ox криволинейной 
трапеции, ограниченной кривой y = f(x), (f(x)  0), осью абсцисс и прямыми x = a 
и 





dxxfV )(2 . 
 




 (рис. 2.5). 
 
 

























































































































если t изменяется от t1 = 0 до t2 = . 












откуда ( ) ( ) cos sin (cos sin )       x y t t t t t t t tt t
2 2 4 2 4 2 4 2 2 2 . 












Пример 2.10. Найти длину дуги кардиоиды  = a(1 + cos ), (a > 0, 0    2) 
(рис. 2.6). 
Решение. Здесь             a asin , ( ) ( cos )  





2 2a acos cos
 
















   
2
3
   
2
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Замечание. Построение линии ведется в полярной системе координат по 
точкам, которые в достаточном количестве записываются в виде таблицы их ко-
ординат. 
 
Пример 2.11. Найти объем тела, образованного вращением вокруг оси Ox 
фигуры, ограниченной линиями 2 2y x  и 2 2 3 0x y    (рис. 2.7). 
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22 xy 
 







Искомый объем есть разность двух объемов: объема V1 тела, полученного 
вращением криволинейной трапеции, ограниченной прямой y x x    
3
2
3 1  ( ), 
и объема V2 тела, полученного вращением криволинейной трапеции, 
ограниченной параболой y
x
x   
2
2





















































































2.3. Несобственные интегралы 
 
2.3.1. Интегралы с бесконечными пределами  
(несобственные интегралы первого рода) 
 
Если функция f x( ) непрерывна при a x   , то несобственным 














Если существует конечный предел в правой части этой формулы, то 
несобственный интеграл называется сходящимся; если же этот предел не 
существует или равен , то расходящимся. 























dxxfdxxfdxxf )(lim)(lim)( , 
где c  R – число. 




































































 – непрерывная функция на 



































































1 1 1 1 1 1
lim lim arctg arctg arctg .








     
     
   
 
Тогда 












2.3.2. Интегралы от неограниченных функций  
(несобственные интегралы второго рода) 
 
Если f x( )  непрерывна при a < x < b и в точке x = b неограничена, то 














Если существует конечный предел в правой части этой формулы, то 
несобственный интеграл называется сходящимся; если же этот предел не 
существует или равен  , то–расходящимся. 




















































































 следовательно, интеграл 
расходится.  
 
3. ФУНКЦИИ НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ 
 
3.1. Понятие функции нескольких переменных 
 
Пусть D – произвольное множество точек n-мерного арифметического 
пространства. Если каждой точке P(x1, x2,..., xn) D поставлено в соответствие 
некоторое действительное число f(P) = f(x1, x2,.., xn), то говорят, что на 
множестве D задана числовая функция f от n переменных x1, x2,.., xn. Множество 
30 
 
D называется областью определения, а множество E = {uR|u = f(P), PD} – 
областью значений функции u = f(P). 
В частном случае, когда n = 2, функцию двух переменных z = f(x, y) можно 
изобразить графически. Для этого в каждой точке (x, y)D вычисляется 
значение функции z = f(x, y). Тогда тройка чисел (x, y, z) = (x, y, f(x, y)) 
определяет в системе координат Oxyz некоторую точку P. Совокупность точек 
P(x, y, f(x, y)) образует график функции z = f(x, y), представляющий собой 
некоторую поверхность в пространстве R3. 
 
3.2. Предел и непрерывность функции нескольких переменных 
 
Число А называется пределом функции u = f(P) при стремлении точки 
P(x1, x2,..., xn) к точке P0(a1, a2,..., an), если для любого  > 0 существует такое 
 > 0, что из условия 2 21 0 1 10 ( , ) ( ) ... ( )n nP P x a x a         следует 
















Функция u = f(P) называется непрерывной в точке 0P , если: 













Функция называется непрерывной в области, если она непрерывна в 
каждой точке этой области. Если f(P) определена в некоторой окрестности 
точки 0P и хотя бы одно из условий 1–3 нарушено, то точка 0P  называется 
точкой разрыва функции f(P). Точки разрыва могут быть изолированными, 
образовывать линии разрыва, поверхности разрыва и т.д. 
 
3.3. Дифференцирование функций нескольких переменных 
 
3.3.1. Частное и полное приращения функции 
 
Пусть z = f(x, y) – функция двух независимых переменных и D(f) – область 
ее определения. Выберем произвольную точку   )(, 000 fDyxP   и дадим 0x  
приращение x , оставляя значение 0y  неизменным. При этом функция f(x, y) 
получит приращение: 
 
),,(),(),( 000000 yxfyxxfyxfz xx   
 
которое называется частным приращением функции f(x, y) по x. 
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Аналогично, считая 0x  постоянной и давая 0y  приращение y ,  
получим частное приращение функции z = f(x, y) по y: 
 
0 0 0 0 0 0( , ) ( , ) ( , ).y yz f x y f x y y f x y       
 
Полным приращением функции ),( yxfz   в точке ),( 000 yxP  называют 
приращение z , вызываемое одновременным приращением обеих независимых 
переменных x и y: 
 
),(),(),( 000000 yxfyyxxfyxfz  . 
 
Геометрически частные приращения и полное приращение функции 






),( 002 yyxР   
),( 000 yxР  














Пример 3.1. Найти частные и полное приращения функции 2xyz   в точке 
)2;1(0P , если 2,0;1,0  yx . 






























Если ),,( zyxfu  , то для нее рассматриваются частные приращения 
uuu zyx  ,,  и полное приращение u . 
 
3.3.2. Частные производные 
 
Определение. Частной производной функции z = f(x, y) по переменной x 
называется предел отношения частного приращения функции zx  к 
























































Определение. Частной производной функции z = f(x, y) по переменной y 
называется предел отношения частного приращения функции zy  к 

































Частные приращения и частные производные функции n переменных при 
n > 2 определяются и обозначаются аналогично. Так, например, пусть 
точка ),...,,...,,( 21 nk xxxx  – произвольная фиксированная точка из области 
определения функции ),...,,( 21 nxxxfu  . Придавая значению переменной 
















Этот предел называется частной производной (1-го порядка) данной 


























,, , где 232 yxyzxu  . 





 считаем y, z константами, а функцию 



























Частными производными 2-го порядка функции ),...,,( 21 nxxxfu   
называются частные производные от ее частных производных первого порядка. 






















































Аналогично определяются и обозначаются частные производные порядка 
выше второго. 
Пример 3.3. Найти частные производные второго порядка для функции 
2y
x








































































































3.3.3. Полный дифференциал функции 
 
Полным приращением функции ),...,,( 21 nxxxf  в точке ),,...,,( 21 nxxxP  
соответствующим приращениям аргументов nxxx  ,...,, 21 , называется 
разность ),...,,(),...,,( 212211 nnn xxxfxxxxxxfu  . Функция u = 
f(P) называется дифференцируемой в точке ),...,,( 21 nxxx , если в некоторой 
окрестности этой точки полное приращение функции может быть представлено 
в виде  
 




1 ...ρ nxxx  ; nAAA ,...,, 21  – числа, не зависящие от 
nxxx  ,...,, 21 . 
Полным дифференциалом du 1-го порядка функции ),...,,( 21 nxxxfu   в 
точке ),...,,( 21 nxxx  называется главная часть полного приращения этой 
функции в рассматриваемой точке, линейная относительно nxxx  ,...,, 21 , то 
есть 
 
nn xAxAxAdu  ...2211 . 
 
Дифференциалы независимых переменных по определению принимаются 
равными их приращениям: 
 
nn xdxxdxxdx  ,...,, 2211 . 
 





























Пример 3.4. Найти полный дифференциал функции )ln(








































































Полный дифференциал используется для приближенных вычислений 
значений функции. Так, например, для функции двух переменных ),( yxfz  , 
заменив dzz  , получим 
 
),(),(),( 000000 yxdfyxfyyxxf  . 
 




















yxf . Применив 




























































































































3.3.4. Дифференцирование сложных и неявных функций 
 
Функция z = f(u,v), где u = (x), v = (x), называется сложной функцией пе-


























































В случае, когда u = (x), v = (x), будет: ))(),(( xxfz   – функция 
























z  , где u = x + y, 
v = x – y. 





























































































Если уравнение F(x, y) = 0 задает некоторую функцию y(x) в неявном виде 














Если уравнение ),,( zyxF  задает функцию двух переменных ),( yxz  в 

































Пример 3.7. Найти частные производные функции z, заданной неявно 


















































3.4. Касательная плоскость и нормаль к поверхности 
 
Если поверхность задана уравнением z = f(x, y), то уравнение касательной 
плоскости в точке ),,( 0000 zyxM  к данной поверхности: 
))(,())(,( 0000000 yyyxfxxyxfzz yx  , 
























В случае, когда уравнение поверхности задано в неявном виде: F(x, y, z) = 0, 
уравнение касательной плоскости в точке ),,( 0000 zyxM  имеет вид 
 
0))(,,())(,,())(,,( 000000000000  zzzyxFyyzyxFxxzyxF zyx , 
 

























Пример 3.8. Найти уравнения касательной плоскости и нормали к 
























Поэтому уравнение касательной плоскости к данной поверхности 
запишется в виде 0)1(2)1(4)2(4  zyx  или 0522  zyx , а 































3.5. Экстремум функции нескольких переменных 
 
Функция )( pfu   имеет максимум (минимум) в точке ),...,,( 002
0
10 nxxxP , 
если существует такая окрестность точки P0, для всех точек ),...,,( 21 nxxxP  
которой, отличных от точки P0, выполняется неравенство )()( 0 PfPf   
(соответственно )()( 0 PfPf  ). 
Необходимое условие экстремума. Если дифференцируемая функция )(Pf  
достигает экстремума в точке P0, то в этой точке все частные производные 1-го 
порядка nkPf
kx
,...,2,1   ,0)( 0  . 
Точки, в которых все частные производные равны нулю, называются 
стационарными точками функции )(Pfu  . 
Достаточные условия экстремума. В случае функции двух переменных 
достаточные условия экстремума можно сформулировать следующим образом. 
Пусть ),( 000 yxP  – стационарная точка функции ),( yxfz  , причем эта 
функция дважды дифференцируема в некоторой окрестности точки P0 и все ее 
вторые частные производные непрерывны в точке P0. Обозначим 
2
000000 ),,(),,(),,( BACDyxfCyxfByxfA yyxyxx  . 
Тогда: 
1) если D > 0, то в точке ),( 000 yxP  функция ),( yxfz   имеет экстремум, а 
именно: максимум при A < 0 (C < 0) и минимум при A > 0 (C > 0); 
2) если D < 0, то экстремум в точке ),( 000 yxP  отсутствует; 
3) если D = 0, то требуется дополнительное исследование. 
 
Пример 3.9. Исследовать на экстремум функцию xyyxz 333  . 
































Решая систему, найдем две стационарные точки )0,0(1P  и )1,1(2P . Найдем 


























Затем составим дискриминант 2BACD   для каждой стационарной точки. 





























C ; 09 D . 
Следовательно, экстремума в точке 1P  нет. 









































3.6. Наибольшее и наименьшее значения  
функции нескольких переменных в замкнутой области 
 
Функция ),( yxfz  , определенная и непрерывная в замкнутой области D 
с границей G и дифференцируемая в открытой области D, достигает своего 
наибольшего и наименьшего значений (глобальных экстремумов). 
Точки глобального экстремума следует искать среди стационарных точек 
функции f в открытой области D и среди точек границы G. 
Пример 3.10. Найти наибольшее и наименьшее значения функции 
223 63 yxxez   в области 122  yx . 
Решение. Граница области D  122  yx  – окружность радиуса 1. 
Сделаем чертеж (рис. 3.2). 
Окружность разбивает плоскость на две части. Координаты точек круга 
удовлетворяют неравенству 122  yx . Найдем стационарные точки функции 














































Решая эту систему, находим для функции z две стационарные точки 
)0;0(1M  и )0;2(2 M . Кругу принадлежит точка )0;0(1M ; 1)(
0
1  eMz . 
Найдем наибольшее и наименьшее значение функции z на окружности 
122  yx . На ней 6322
23
)(];1;1[;1  xxexzzxxy . Имеем 
42 )1(;)1( ezez  . Далее, решая уравнение 0)63()( 632
23
  xxexxxz , 
находим стационарную точку: 611 )0()();1;1(0 ezxzx  . 
Итак, получим следующие значения функции z: 
642
1 )1;0(   ;)0;1(   ;)0;1(   ;1)( ezezezMz  . Отсюда видно, что 
1)0;0(,)1;0( наим
6
наиб  zzezz . 
Если граница G состоит из нескольких частей, то наименьшее и 
наибольшее значение функции z на границе G следует искать среди 
наибольших и наименьших значений функции на каждой из частей границы. 
 
4. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ ПЕРВОГО ПОРЯДКА 
 
В общем случае дифференциальное уравнение первого порядка может 
быть записано в виде 
 
F x y y( , , )  0  
 
или, если разрешить его относительно y , в нормальной форме 
 
).,( yxfy   
Решением дифференциального уравнения называется такая функция 
y x ( ) , которая при подстановке в уравнение вместо неизвестной функции 




Общим решением уравнения первого порядка называется функция 
),( Сxy  , которая при любом значении постоянной С  является решением 
данного уравнения. 
Теорема Коши. Если функция f x y( , )  определена, непрерывна и имеет не-





 в области D, содержащей точку 
),( 00 yxМ , то найдется интервал )δ;δ( 00  xx , на котором существует 
единственное решение y x ( )  дифференциального уравнения y' = f(x, y)  удо-
влетворяющее условию y x y( )0 0 . 
Пару чисел ( x y0 0, ) называют начальными условиями. Решения, которые 
получаются из общего решения ),( Сxy   при определенном значении 
произвольной постоянной С, называются частными. 
Задача нахождения частного решения, удовлетворяющего начальному 
условию y y 0  при x x 0 , называется задачей Коши. 
 




P x dx Q y dy( ) ( )  0  
 
называется дифференциальным уравнением с разделенными переменными. Его 
общим интегралом будет   СdyyQdxxP )()( , где С  – произвольная 
постоянная. 
Уравнение вида 





y   
 
а также уравнения, которые с помощью алгебраических преобразований 
приводятся к уравнениям такого вида, называются дифференциальными 
уравнениями с разделяющимися переменными. 
Разделение переменных в этих уравнениях выполняется следующим 
образом: если N x M y1 20 0( ) , ( )  , то разделим обе части уравнения первого 
вида на N x M y1 2( ) ( ) . Если f y2 0( )  , то умножим обе части уравнения второго 
вида на dx  и разделим на f y2( ) . В результате получим уравнения с 


























dxxf   
 
Для нахождения всех решений полученных уравнений нужно 
проинтегрировать обе части полученных соотношений. 




































































2222 )1)(1( xСyx   – общий интеграл уравнения. Выразив из него y , 












4.2. Однородные дифференциальные уравнения 1 порядка 
 
Функция ),( yxf  называется однородной функцией n-го измерения 
относительно переменных x и y, если при любом t справедливо тождество 
 
),(),( yxfttytxf n . 
 
Например: yxxyxf 23 3),(   – однородная функция третьего измерения 
относительно переменных x и y, так как 
 











  является однородной функцией нулевого 
измерения, так как ),(),(),( 0 yxyxttytx  . Функция xyxx  23 3  
однородной не является, так как для нее условие ),(),( yxfttytxf n не 
выполняется ни при каком n. 
Дифференциальное уравнение в нормальной форме ),( yxf
dx
dy
y   
называется однородным дифференциальным уравнением 1-го порядка 
относительно переменных x и y, если ),( yxf  – однородная функция нулевого 
измерения. 
Дифференциальное уравнение в дифференциальной форме 
 
0),(),(  dyyxNdxyxM  
 
называется однородным дифференциальным уравнением 1-го порядка, если 
функции ),( yxM  и ),( yxN  – однородные функции одного и того же 
измерения. При помощи подстановки uxy  , где )(xu  – неизвестная функция, 
однородное уравнение преобразуется в уравнение с разделяющимися 
переменными. 
















yxf  – одно-
родная функция нулевого измерения. Положим uxuyuxy  , . 














2  – уравнение с разделенными 


















































 )(2 3 xyCxxy  общий интеграл данного уравнения. Разрешив последнее 












Пример 4.3. Найти частное решение уравнения 02)3( 22  xydxdyxy , 
удовлетворяющее начальному условию 10 xy . 
Решение. 22 3),(,2),( xyyxNxyyxM   – однородные функции 












































































322 Cyyx   – общий интеграл данного уравнения. Найдем частный 
интеграл, удовлетворяющий условию 
 
;1;10;10  CCy x  
 
223 xyy   – частное решение уравнения. 
 
4.3. Линейные дифференциальные уравнения 1-го порядка 
 
Линейные дифференциальные уравнения 1-го порядка в общем виде 
можно записать соотношением 
 
)()( xQyxPy  , 
 




Линейное уравнение можно решать с помощью замены 
 
)()( xvxuy  , 
 
























                                     (4.1) 
 
Функцию v(х) подбираем так, чтобы выражение в скобках было равно 













v  . 
 
Найдя общее решение этого уравнения в виде ),( Cxuu  , получим общее 
решение первого уравнения из подпункта 4.1 )(),( xvCxuy  . 






ctgx  . 
 


























































Общее решение исходного уравнения таково: 
 
xCxxCxuvy sincossin)ctg(  . 
 
4.4. Уравнения Бернулли 
 
Уравнения Бернулли имеют вид 
 
myxQyxPy )()(  ,  
 
где 1,0  mm . 
Такие уравнения можно проинтегрировать с помощью подстановки uvy   
или свести к линейным уравнениям с помощью замены myz  1 . 












































 имеет частное решение xu  . 












Его общее решение Cxv  2 . Общее решение исходного уравнения:  
 
)2( Cxxy  . 
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 имеет частное решение yu  . Подставляя 



















yx ln,ln 22/1  . 
 




0),(),(  dyyxQdxyxP                                          (4.5) 
 
называется уравнением в полных дифференциалах, если его левая часть 














 ),(),( . 
 
Пусть функции ),( yxP  и ),( yxQ  непрерывно дифференцируемы по y и x 
соответственно в односвязной области D. 
Теорема. Для того, чтобы уравнение (4.5) было уравнением в полных 















Решение уравнения (4.5) в полных дифференциалах можно записать в виде 
 
Cyxu ),( . 
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.                                       (4.6) 









),(),( 0 , 
 
где Dyx ),( 00 . 
 
Пример 4.7. Решить уравнение 













Следовательно, данное уравнение является уравнением в полных 















Из первого уравнения этой системы находим 
),(cossinsin)()cossin(),( yyyeyeyxeydxyyyxeyxu xxxx    
где )( y  – произвольная дифференцируемая функция. 










Следовательно, Cyyyyxeyxu x  )cossinsin(),( . 
Общий интеграл уравнения имеет вид: 




4.6. Дифференциальные уравнения высших порядков.  
Дифференциальные уравнения, допускающие понижение порядка 
 
Дифференциальное уравнение n-го порядка имеет вид 
 




или, если оно разрешено относительно )(ny , то ),...,,,( )1()(  nn yyyxfy . 















xxxx yyyyyy , 
 
называется задачей Коши. 
Укажем некоторые виды дифференциальных уравнений, допускающих по-
нижение порядка. 
1. Уравнение вида )()( xfy n  . После n-кратного интегрирования полу-
чается общее решение. 
2. Уравнение не содержит искомой функции и ее производных до порядка 
)1( k  включительно: 
 
0),...,,,( )()1()(  nkk yyyxF . 
 
Порядок такого уравнения можно понизить на k единиц заменой 
)()()( xPxy k  . Уравнение примет вид 
 
0),...,,,( )(  knpppxF . 
 
Из последнего уравнения, если это возможно, определяем 




k CCCxfy   k-кратным интегрированием. 
3. Уравнение не содержит независимой переменной: 
 
.0),...,,,( )(  nyyyyF  
 
Подстановка )(yzy   позволяет понизить порядок уравнения на 1. 
Все производные )(,...,, nyyy   выражаются через производные от новой 




























;; и т. д. 
 
Подставив эти выражения в уравнение вместо )(,...,, nyyy  , получим 
дифференциальное уравнение )1( n -го порядка. 
Замечание. При решении задачи Коши во многих случаях 
нецелесообразно находить общее решение уравнения; начальные условия 
лучше использовать непосредственно в процессе решения. 
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Пример 4.8. Решить задачу Коши  
0)0(,1)0(,)( 24  yyyyyy . 
Решение. Данное уравнение не содержит независимую переменную, 
поэтому полагаем )(yzy  . Тогда 
dy
dz




yz  . 
Пусть 0yz , тогда мы получаем уравнение Бернулли относительно 









Решая его, находим 1
2 Cyyz  . Из условия 0 zy  при 1y  
имеем 11 C , следовательно, 1













  или 
xy sec . 
Осталось заметить, что случай 0yz  не дает решений поставленной 
задачи Коши. 
 
5. ЛИНЕЙНЫЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ  
ВЫСШИХ ПОРЯДКОВ С ПОСТОЯННЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ 
 
5.1. Линейные однородные дифференциальные уравнения  
n-го порядка с постоянными коэффициентами 
 
 Линейное однородное дифференциальное уравнение n-го порядка с 









nnn ,                       (5.1) 
 
где Raa ii  ,const . 










nnn akakakak                                (5.2) 
 
и находятся его корни nkkk ,...,, 21 . Возможны следующие случаи 
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1. Все корни nkkk ,...,, 21  характеристического уравнения (5.2) действительны 




xkxk neCeCeCy  ...21 21 .                                     (5.3) 
 
2. Характеристическое уравнение имеет пару однократных комплексно-
сопряженных корней ik 2,1 . В формуле (5.3) соответствующая пара 
членов 1 21 2
k x k x
C e C e  заменяется слагаемым 
 
)sincos( 21 xCxCe
x  . 
 
3. Действительный корень 1k  уравнения (5.2) имеет кратность 
)...( 21 rkkkr  . Тогда соответствующие r членов 
1
1 ...
rk x k x
rC e C e   в 







4. Пара комплексно-сопряженных корней ik 2,1  уравнения (5.2) 
имеет кратность r. В этом случае соответствующие r пар членов 
1 2
1 2...
rk x k x












Пример 5.1. Решить уравнение 045  yyy IV . Характеристическое 






  . 
 
Пример 5.2. Решить уравнение 052  yyy . Характеристическое 
уравнение 0522  kk  имеет корни ik 212,1  . Общее решение имеет вид 
 
)2sin2cos( 21 xCxCey
x  . 
 
Пример 5.3. Решить уравнение 02  yyy . Характеристическое 
уравнение 0122  kk  имеет двукратный корень 12,1 k , поэтому общее 
решение имеет вид 
 
)( 21 xCCey
x  . 
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Пример 5.4. Решить уравнение 0168  yyy IV . Характеристическое 
уравнение 0168 35  kkk  имеет корни 01 k , ikik 2,2 5,43,2  . Общее 
решение уравнения таково 
 
xxCxxCxCxCCy 2sin2cos2sin2cos 54321  . 
 
5.2. Линейные неоднородные дифференциальные уравнения 
с постоянными коэффициентами 
 
 Линейное неоднородное дифференциальное уравнение с постоянными 







 ,                          (5.4)  
 
где )(, xfRai   – непрерывная функция. 
Пусть уравнение 
 
nn yCyCyCy  ...2211                                     (5.5) 
 
будет общим решением однородного уравнения (5.1), соответствующего 
уравнению (5.4). Метод вариации произвольных постоянных состоит в том, что 
общее решение уравнения (5.4) ищется в виде 
 
nn yxCyxCyxCy )(...)()( 2211  , 
 








































  – производные функций )(xCi . Для уравнения второго порядка 

























Решение. Характеристическое уравнение имеет корни 1,0 21  kk . 
Поэтому общее решение однородного уравнения будет таким: xeCCy 21  . 
Положим )(11 xCC   и )(22 xCC  . Запишем систему для определения 































































































































e dx e x
e e




       
 








CC  – произвольные постоянные. 

















6. ЛИНЕЙНЫЕ НЕОДНОРОДНЫЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ 
УРАВНЕНИЯ ВЫСШИХ ПОРЯДКОВ С ПОСТОЯННЫМИ 
КОЭФФИЦИЕНТАМИ И СПЕЦИАЛЬНОЙ ПРАВОЙ ЧАСТЬЮ 
 





nn   ,                            (6.1) 
 




)(   yayay n







nn akak                                         (6.3) 
 
будет характеристическим уравнением для уравнения (6.2). Общее решение y 
уравнения (6.1) равно сумме общего решения y  соответствующего 
однородного уравнения (6.2) и какого-либо частного решения y* неоднородного 
уравнения (6.1), то есть 
 
 yyy . 
 
1. Если правая часть уравнения (6.1) имеет вид: xn exPxf
 )()( ,где 
)(xPn  – многочлен степени n, то частное решение уравнения (6.1) может быть 
найдено в виде 
 
)(xQexy xr   , 
 
где n
nn AxAxAxQ   ...)( 110  – некоторый многочлен степени n с 
неопределенными коэффициентами, а r – число, показывающее сколько раз  
является корнем характеристического уравнения. 
Пример 6.1. Найти общее решение уравнения xxeyy 2 . 
Решение. Составляем характеристическое уравнение 012 k  для 
соответствующего однородного уравнения. Его корни 1,1 21  kk . Так как 
число 2  корнем характеристического уравнения не является, то 0r . 
Степень многочлена в правой части равна единице. Поэтому частное решение 
ищем в виде 
 
xebaxy 2)(   
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Находим xx eabaxyeabaxy 22 )444(,)22(   и, подставляя y  , 
y и y в уравнение, получим (после сокращения на xe2 ) 
 





















а общее решение уравнения будет 
 
xxx exeCeCy 221 )43(
9
1
  . 
 
2. Если правая часть уравнения (6.1) имеет вид 
 
)sin)(cos)(()( xxQxxPexf mn
x   ,                               (6.4) 
 
где )(xPn  и )(xQm  – многочлены n-й и m-й степени соответственно, тогда: 
а) если числа  i  не являются корнями характеристического уравнения 
(6.3), то частное решение уравнения (6.1) ищется в виде 
 
),βsin)(βcos)((α xxvxxuey ss
x  ,                               (6.5) 
 
где su  и sv  – многочлены степени s с неопределенными коэффициентами и 
max{ , }s n m ; 
б) если числа  i  являются корнями кратности r характеристического 
уравнения (6.3), то частное решение уравнения (6.1) ищется в виде 
 
),βsin)(νβcos)(( xxxxuexy ss
αxr                                (6.6) 
 
где su  и sv  – многочлены степени s с неопределенными коэффициентами и 
max{ , }s n m . 
Замечания. 
1. Если в (6.4) 0)( xPn  или 0)( xQm , то частное решение y
* также 
ищется в виде (6.5), (6.6), где s m  (или s n ). 
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2. Если уравнение (6.1) имеет вид )()()( 21 xfxfyL  , то частное решение 
y  такого уравнения можно искать в виде *2
*
1 yyy 
 , где *1y  – частное 
решение уравнения )()( 1 xfyL  , а 
*
2y  – частное решение уравнения 
)()( 2 xfyL  . 
Пример 6.2. Найти общее решение уравнения 
 
xeeyy xx  2 . 
 
Решение. Соответствующее однородное уравнение имеет вид 
 
0 yy , 
 
характеристическое уравнение 02  kk  имеет корни 1,0 21  kk . Общее 
решение однородного уравнения: 
 
xeCCy 21  . 
 
Правая часть данного уравнения есть сумма 
 
xeexfxfxfxf xx  2321 )()()()( . 
 
Поэтому находим частные решения для каждого из трех уравнений: 
 
xyyeyyeyy xx  ;; 2 . 
 
Частное решение первого уравнения ищем в виде xAxey *1 , так как 1  
является однократным корнем характеристического уравнения и 1)( xPn  – 










то, подставляя эти выражения в первое уравнение, имеем 
 
xxxxx eAxeAeAxeAe 2  или 1 AeAe xx  и xxey *1 . 
 
Частное решение второго уравнения будем искать в виде xAey 2*2  , так 
как в правой части второго уравнения 2  не является корнем 
характеристического уравнения и 1)( xPn  – многочлен нулевой степени. 
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Определяя, как и выше, постоянную A, получим xey 2*2
2
1
 . Частное 
решение третьего уравнения будем искать в виде )(*3 BAxxy  , так как в 
правой части третьего уравнения 0  является однократным корнем 
характеристического уравнения и xxPn )(  – многочлен первой степени. 






, то, подставляя эти выражения в третье 
уравнение, имеем xBBAxA 22 . Приравнивая коэффициенты при x и 
свободные члены в левой и правой частях равенства, получаем систему – 
0,12  BBAA , откуда находим 1,
2
1










3 xxy . 















xx . Тогда общее решение данного 






























Пример 6.3. Найти частное решение уравнения xxyy cos4 , 
удовлетворяющее начальным условиям 1)0(,0)0(  yy . 
Решение. Характеристическое уравнение 012 k  имеет корни 
ikik  21 , . Поэтому общим решением соответствующего однородного 
уравнения 0 yy  будет xCxCy sincos 21  . Для первой части данного 
уравнения xxPn 4)(,1,0   – многочлен первой степени; ),1( n  
0)( xQm  – многочлен нулевой степени )0( m ; max{1,0} 1,s i i      
являются корнями характеристического уравнения. Поэтому частное решение 
данного уравнения ищем в виде )sin)(cos)(( xDCxxBAxxy   или 










































Приравнивая коэффициенты при xxxxxx sin,cos,sin,cos  в обеих частях 

























Решая эту систему, находим 0,1,1,0  DCBA . Тогда  
 
xxxxy sincos 2 . 
 
Общее решение будет xxxxxCxCyyy sincossincos 221 
 . 
Находим xxxxxxxxCxCy cossin2sincoscossin 221  . Так как 
,1)0(,0)0(  yy  то 1,0 21  CCC . Таким образом, 0,0 21  CC . 
Подставляя значения 0,0 21  CC  в общее решение, получим частное 
решение xxxxy sincos 2 . 
Пример 6.4. Определить вид частного решения линейного неоднородного 
дифференциального уравнения, если известны корни ik 231  , ik 232   его 
характеристического уравнения и его правая часть 
 
)2sin2(cos)( 3 xxexf x  . 
 
Решение. В правой части 1)(,1)(,2,3  xQxP mn  – многочлены 
нулевой степени, ii 23  являются корнями характеристического 
уравнения. Поэтому частное решение будет иметь вид 
 
)2sin2cos(3 xBxAxey x  , 
 
где A и B – неопределенные коэффициенты. 
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7. СИСТЕМЫ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ.  
МЕТОД ИСКЛЮЧЕНИЯ. МЕТОД ЭЙЛЕРА РЕШЕНИЯ  
ЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ С ПОСТОЯННЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ 
 
7.1. Нормальная система n-го порядка обыкновенных  
дифференциальных уравнений 
 
 Нормальная система n-го порядка обыкновенных дифференциальных 






































где t – независимая переменная; nxxx ,...,, 21  – неизвестные функции от ;t  
nfff ,...,, 21  – заданные функции. 
Метод исключения неизвестных состоит в том, что данная система 
приводится к одному дифференциальному уравнению n-го порядка с одной 
неизвестной функцией (или к нескольким уравнениям, сумма порядков которых 
равна n). Для этого последовательно дифференцируют одно из уравнений 
системы и исключают все неизвестные функции, кроме одной. 


















и частное решение, удовлетворяющее начальным условиям 4)1(;1)1(  yx . 





 . Заменяя 
здесь y  ее значением из второго уравнения системы и подставляя txy  , 


































































































Для нахождения частного решения подставим начальные условия 

















 , откуда 
2
1
,1 21  CC . 


























dx 26,52  . 
 
Решение. Дифференцируем первое уравнение: texyx  52 . Заменяем 
y  ее значением из второго уравнения и подставляем затем )5(
2
1 texxy  . 
Получим линейное неоднородное уравнение второго порядка с постоянными 
коэффициентами 
 
tt eexxx 722811 2   . 
 













(получено как сумма общего решения tt eCeCx 72
4
1
   соответствующего 




1 2    неоднородного 
уравнения). 

















































7.2. Линейная однородная система n-го порядка  
с постоянными коэффициентами 
 
Линейная однородная система n-го порядка с постоянными 






































где iijij xRaa ,const;   – неизвестные функции от t. 





























































































При решении линейной системы дифференциальных уравнений методом 
Эйлера частные решения системы ищутся в виде ktVeX  , где 0V  – матрица-
столбец, jk – число. 
Если корни nkkk ,...,, 21  характеристического уравнения 0)det(  kEA  




tktk neVCeVCeVCX  ...21 2211 , 
 
nCCC ,...,, 21  – произвольные постоянные, jV  – собственный вектор-столбец 
матрицы A, соответствующий числу k, то есть 0)(  jj VEkA , где E – 
единичная матрица. 
Замечание. Если mm kk ,  – пара простых комплексно-сопряженных корней 






mm eVeV , где zz Im,Re  – действительные и 
мнимые части z. 



























и частное решение, удовлетворяющее условиям 2)0(,1)0(  yx , 0)0( z . 















































































































































































 VV  
 
соответствующие 2,1 32  kk . 







































































Для нахождения частного решения подставим в общее решение 0t , 







































Искомое частное решение 
 
tttttttt eeezeeeyeex 22 34;32;32   . 
 


















































































































Здесь использована формула )sin(cos)( titee tti   . Согласно 



























































































































7.3. Задачи динамики, приводящие к решению  
дифференциальных уравнений 
 
К задаче динамики точки, приводящей к решению дифференциальных 
уравнений, относятся те задачи, в которых определяется движение точки по 
заданным силам. Силы, действующие на точку, могут быть как постоянными, 




















Решение таких задач сводится к интегрированию системы 






















                                                         (7.1) 
 






























                                                    (7.2) 
 
В этих уравнениях под F понимается равнодействующая всех сил, в том 
числе и реакций связей, если точка не свободна. При интегрировании системы 
уравнений (7.1) в общем случае появляется шесть произвольных постоянных, 
которые определяются по начальным условиям. Под начальными условиями 
движения точки понимаются значения координат и проекций скорости точки в 






















Если движение точки происходит на плоскости, то число уравнений (7.1) 
сокращается до двух, а число начальных условий – до четырех. При движении 
точки по прямой будем иметь одно дифференциальное уравнение и два 
начальных условия. 
При решении задач полезно придерживаться следующей 
последовательности. 
1. Составить дифференциальное уравнение движения: 
а) выбрать координатные оси, поместив их начало в начальное положение 
точки; если движение точки является прямолинейным, то одну из 
координатных осей следует проводить вдоль линии движения точки; 
б) изобразить движущуюся точку в произвольный текущий момент t и показать 
на рисунке все действующие на нее силы, в том числе и реакции связей, при 
наличии сил, зависящих от скорости, вектор скорости направить 
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предположительно так, чтобы все его проекции на выбранные оси были поло-
жительными; в) найти сумму проекций всех сил на выбранные оси и подставить 
эту сумму в правые части уравнений (7.1). 
2. Проинтегрировать полученные дифференциальные уравнения. Интег-
рирование производится соответствующими методами, зависящими от вида по-
лученных уравнений. 
3. Установить начальные условия движения материальной точки и по ним 
определить произвольные постоянные интегрирования. 
4. Из полученных в результате интегрирования уравнений определить ис-
комые величины. 
Замечание 1. При интегрировании дифференциальных уравнений иногда 
целесообразно определить значения произвольных постоянных по мере их 
появления. 
Пример 7.5. Автомобиль массы m движется прямолинейно из состояния 
покоя и имеет двигатель, который развивает постоянную тягу F, направленную 
в сторону движения, до полного сгорания горючего в момент времени Т, после 
чего автомобиль движется по инерции до остановки. Найти пройденный путь. 
Силу сопротивления считать постоянной и равной R. Изменением массы 
автомобиля пренебречь. 
Решение. Весь путь S складывается из S1 = AC , на котором действует 
сила F до полного сгорания горючего и S2 = CB , который автомобиль идет по 
инерции. На пути АС: 
 
mx F R  ;                                                 (7.3) 
 
на пути СВ: 
 
mx R  .                                                     (7.4) 
 
Решим дифференциальное уравнение (7.3):   dtRFxmd )( ; 
1)( CtRFxm  ; при 0будет0  xt  , откуда 
 










  ; при 0будет0  xt , откуда 







 . Определим путь 1S , который пройдет автомобиль до 









  . Решим 
уравнение (7.4):    3; CRtxmRdtxmdRxm  . При 0t   скорость x 
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будет равна скорости, которую имеет автомобиль в момент Т сгорания 







  . 




0 , ( )
F R T
m R C C F R T
m

      . 
 
Подставляя 3C , имеем 
 






















Чтобы найти путь 2S , надо знать время t движения автомобиля по инерции 
до остановки ( 0x  ). 





Rt F R t T
R





Rt F R t T
R

      
 
2 2 2 2 2 2
2 2
1 ( ) ( ) ( )
2 2
R F R T F R T T F R
S x
m R R Rm
     
    
 
 – путь, 
пройденный по инерции; 
 
2 2 2 2 2
1 2
( ) ( ) ( )
2 2 2






















1. Какая функция  xF  называется первообразной для функции  xf  на 
интервале  ba; ? Привести несколько примеров. 
2. Что называется неопределенным интегралом от функции  xf ? 
3. Каковы основные свойства неопределенного интеграла? Знать их и уметь 
доказывать. 
4. Таблица основных интегралов. Как с помощью производной проверить 
справедливость табличных формул? 
5. Привести примеры «неберущихся интегралов», т.е. интегралов, не 
выражающихся через элементарные функции. 
6. В чем состоит метод поднесения под знак дифференциала для поиска 
неопределенного интеграла? Привести примеры. 
7. Метод замены переменной в неопределенном интеграле. Привести примеры. 
8. Формула интегрирования по частям. Привести примеры использования 
формулы для вычисления неопределенных интегралов. 





































10. Интегрирование выражений, содержащих радикалы (иррациональности) от 
линейных или дробно-линейных функций. 
11. Интегрирование тригонометрических функций. 
12. Применение тригонометрических подстановок при интегрировании 




1. Что называется разбиением отрезка  ba;  в интегральном исчислении? 
2. Дать определение определенного интеграла  
b
a
dxxf  как предела 
интегральных сумм. 
3. Сформулировать и уметь обосновывать геометрический и механический 






4. Сформулировать условия интегрируемости функции  xf  на отрезке  ba; . 
Перечислить классы интегрируемых функций. 
5. Основные свойства определенного интеграла. 
6. Теорема о среднем для определенного интеграла. 
7. Что называется определенным интегралом с переменным верхним пределом? 
Теорема о производной от этого интеграла по верхнему пределу. 
8. Формула Ньютона–Лейбница. Привести примеры. 
9. Замена переменной в определенном интеграле; в чем отличие этой замены от 
замены переменной в неопределенном интеграле? 
10. Интегрирование по частям в определенном интеграле. 
11. Особенность вычисления определенного интеграла  
b
a
dxxf  по 
симметричному относительно точки O  отрезку  ba;  для случая: 
а) нечетной функции f(x), x  [a; b]; 
б) четной функции  xf  на отрезке [a; b]. 
12. Применение определенного интеграла для вычисления: 
а) площади плоской фигуры при различных способах задания линии 
границы фигуры; 
б) объема тела с известной площадью  xS  его поперечного сечения и тел 
вращения; 
в) длины дуги плоской кривой при различных способах описания дуги 
(явное ее задание; параметрическое описание и задание в полярной системе 
координат). 
13. Что называется несобственным интегралом функции  xf : 
а) по промежутку  ;a ; 
б) по промежутку  a; ; 
в) по промежутку   ; ? 
14. Дать определение несобственного интеграла от неограниченной на отрезке 
 ba;  функции  xf . 
15. Дать определение сходящихся и расходящихся несобственных интегралов. 
Привести примеры. 
 
ФУНКЦИИ НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ 
 
1. Дать определение функции нескольких переменных. Привести примеры для 
случая двух, трех и более переменных. 
2. Что называется областью определения и областью значений функции несколь-
ких переменных? 
3. Что называется графиком функции нескольких переменных? 
4. Дать определение предела функции z = f(x, y) в точке M0(x0; y0). 
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5. Сформулировать арифметические свойства пределов функций двух 
переменных. 
6. Дать определение непрерывности функции  yxfz ,  в точке  0;00 yxM . 
7. Дать определение частных производных первого порядка по х и по y для 
функции  yxfz , ; знать различные виды обозначений частных 
производных. 
8. Что такое полное приращение функции  yxfz ,  в точке  0;00 yxM ? 
Привести примеры. 
9. Дать определение и сформулировать достаточное условие 
дифференцируемости функции  yxfz ,  в точке  0;00 yxM . 
10. Дать определение полного дифференциала функции  yxfz ,  в точке 
 0;00 yxM . Привести инвариантную форму полного дифференциала. 
11. Формула приближенного вычисления значения функции  yxfz ,  в точке 
 0;00 yxM  с помощью полного дифференциала. 
12. Дать определение частных производных второго, третьего и более высоких 
порядков функции  yxfz , . Сформулировать теорему о равенстве вторых 
смешанных производных. 
13. Дать определение минимума и максимума  yxfz ,  в точке  0;00 yxM . 
14. Необходимые условия экстремума функции нескольких переменных. 
15. Достаточные условия экстремума функции  yxfz , . 
16. Дифференцирование сложных и неявных функций нескольких переменных: 
привести соответствующие формулы. 
17. Записать уравнения: а) касательной плоскости и б) нормали к поверхности 
при явном и при неявном задании поверхности. 
18. Наибольшее и наименьшее значения функции  в замкнутой области D  с 
границей G: сформулировать алгоритм поиска. 
 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 
И СИСТЕМЫ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 
 
1. Какое уравнение называется обыкновенным дифференциальным уравнением 
n-го порядка? 
2. Записать общий вид обыкновенного дифференциального уравнения 1-го 
порядка, разрешенного относительно старшей производной. 
3. Дать определение задачи Коши для дифференциального уравнения 
 yxfy , . Сформулировать достаточные условия существования и 
единственности решения задачи Коши. 
4. Дать определения общего и частного решений, общего и частного интегралов 
обыкновенного дифференциального уравнения 1-го порядка. Особое 
решение и особый интеграл. 




6. Однородное ДУ 1-го порядка: дать его определение; описать порядок поиска 
типа ДУ и изложить алгоритм решения. 
7. Линейное ДУ 1-го порядка и ДУ Бернулли: дать их определения; изложить 
метод решения. 
8. ДУ в полных дифференциалах: его определение, метод распознания типа ДУ 
и алгоритм решения. 
9. Дать определение общего решения и частного решения обыкновенного ДУ n-го 
порядка. Сформулировать задачу Коши для него. 
10. Перечислить некоторые ДУ 2-го порядка, допускающие понижение 
порядка; изложить алгоритм решения каждого такого ДУ. 
11. Линейное однородное ДУ n-го порядка с постоянными коэффициентами: 
изложить алгоритм метода Эйлера его решения. Что такое характеристи-
ческое уравнение для такого ДУ? 
12. Изложить метод вариации произвольных постоянных для решения линейного 
неоднородного ДУ n-го порядка с постоянными коэффициентами. 
13. Изложить алгоритм решения линейного неоднородного ДУ n-го порядка с 
постоянными коэффициентами и со специальной правой частью. 
14. Дать определение нормальной системы n-го порядка обыкновенных ДУ. 
Описать метод исключения неизвестных для ее решения. 
15. Изложить метод Эйлера решения линейной однородной системы ДУ n-го 
порядка с постоянными коэффициентами. 
























КОНТРОЛЬНАЯ РАБОТА № 2 
 
1–20. Найти неопределенные интегралы: 
1. a)  dxxe










; г)  xdxx







































г)   xdxx 5sin)4(
2 . 
4. а) 
 dxxe xsincos ; б)  xdxx











































; б)  dxex







 12)12( 2 xx
dx
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; б)   dxxxx )2ln()3(
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г) dxxx










; б)  xdxx 3cos


















































; б)  xdxx 2sin


























; б)   dxxx )2ln(























; б)  dxex













15. а)  2cosx
xdx
; б)   dxxxx )32ln(















16. а)   dxxx )31sin(
2 ; б) 














17. а)   dxxx )23cos(



































; б)  xdxx 2sin









; г)  xdxx
5cossin . 
20. а) dxxx 


















21–40. Приложения определенного интеграла. 












 yxxy . 22. 1,,   xeyey xx . 


























             26.  2sin2 . 









































































34–40. Найти объем тела, полученного вращением вокруг оси Ox фигуры, 
ограниченной линиями: 
34.   ;0,sin xxy . 35. 1,52  yxy . 36. 2,0,2  xyxy . 









































 . 42. x
x
y














 . 46. 
2y
x
ez  . 47. y
x
xez  . 48. y
x




 .  
50. )(cos2 yxz  . 51. )(sin2 yxz  . 52. )2ln( 3 yxz  .  





















 . 58. )cos( 2yxz  . 59. )sin( 2xyz  .  
60. )cos( 2 yxz  . 
 
61–80. Найти наибольшее и наименьшее значения функции ),( yxzz   в 
заданной замкнутой области D . 
61. 6,0,0:),4(2  yxyxDyxyxz . 
62. 1:, 2222  yxDyxz . 
63. 9:,22 2222  yxDyxz . 




,2,0:,362 xyyxDyxyxz  . 
66. 40,:,242 2223  yxyDxyyxxz . 
67. 4:,8 2222  yxDyxz . 
68. 40,40:,27933  yxDxyyxz . 
69. 40,0,0:,264 22  yxyxDyxyxyxz . 
70. 30,0,0:,5642 22  yxyxDxxyyxz . 
71. 30,20:,32  yxDyxxyxz . 
75 
 
72. 2,0,2:,3222 22  xyyxDyxyxyxz . 
73. 23,40:,24622  yxDyxyxz . 
74. 22 40:,32 xyDxyxz  . 
75. 11,11:,435 22  yxDyxyxz . 
76. 2,0,0:,4222  xyyxDxxyyxz . 
77. 2,0,2:,222 22  xyyxDyxyxyxz . 
78. 20,10:,44996 22  yxDyxyxxyz . 
79. 40,40:,23  yxDyxxyz . 
80. 1,0,0:,22233 22  yxyXDyxyxz . 
81–100. Проинтегрировать дифференциальное уравнение. При заданном 
начальном условии найти соответствующий частный интеграл или частное 
решение. 








 .                                  84. 1;)1( 2





















y .                               88. xeyy 387  . 
89. 0;0)9sin(cos3 0  x
yy ydxexdye . 












 .                           95. 22 )2( yxyyxyx  . 
96. 0)0(;sectg  yxxyy .            97. 0)1(;012  yxyyx . 







101–120. Проинтегрировать дифференциальные уравнения. 
101. 0)0(,1)0(;4)(32 22  yyyyyy . 




















107. 1)0()0(;2)(22  yyyyyy . 
108. 1)0()0(;)(2 22  yyyyyy . 






111. eyeyyyyx  )1(,)1(;ln . 
112. 12  yxyx .                                 113. 1)0(,0)0(;2  yyey y . 
114. 1)1()1(;)(  yyyxyx . 
115. 5,0)1(,25,0)1(;)( 2  yyyyy . 
116. 1)1(,1)1(;)(1 2  yyyyy  
117. yxxy  2ln .                                 118. xxyy 2sintg  . 







)1(;2)1(  yyyyx . 
121–140. Найти общие решения уравнений. 
121. 244 xyyy  . 
123. xeyyy 2844  .                       
125. xyy 147  .                                  
127. xexyyy 2)1(1065  .            
129. xxeyyy  23 .                          
131. xexxyyy 32 )(23  .              
133. xexyyy 4)3927(54  .        
135. xxeyy 424  .     
137. xxeyyy 26  .                    
139. xeyyy 22  .                             
122. xyy 88  . 
124. xeyyy 3934  . 
126. xxeyy 333  . 
128. xyyy  122 . 
130. xexyyy 422  . 
132. 32 xyyy  . 
134. xeyyy 31034  . 
136. xxeyyy 2344  . 
138. 63  xyyy . 
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